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Ispitivanje toka funkcije

5.73. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x)=x*—x* (sl 5.9)

Resenje. Data funkcija je definisana na celom skupu R.
Funkcija f je pama, jer je zasve x € R : f(—=x) = (=x)* = (=x)* = f(x).
Nule funkcije f suza f(x) =0, tj. zax* —x* =0, $to vazi za
Prvi izvod funkcije f je f'(x) = d® =20 = (2 - 1), 1njegove nule se nalaze 1z
(2 —1) =0, ¥to vazi zax; = 0,5, =V2/2ix3 = —v/2/2.
Data funkcija raste ako je f'(x) = 2x(2x* —1) > 0. Kako je 2’ =1 >0 za x¢
(=0, ~V2/2)U(V2/2,40), to zax € (v2/2,+20) vaZi 2v(2x* ~ 1) > 0. Dalie je
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2w -1<0 za x€(-v2/2,v/2/2), pazax € (—v2/2,0) vazi 2t(2* - 1) > 0.
Dakle, funkcija f raste na intervalima (—v/2/2,0) 1 (v/2/2, 4+).

Slicno se pokazuje da funkcija f opada na intervalima (—o0, —/2 /2)1(0, \/E/ 2).
Drugi izvod funkeije f je f" = 120" = 2.

Kako je f"(0) = -2 <0, to funkcija f u tacki A(0,0) ima lokalni maksimum.
Kako je f"(v/2/2) =4 >0, to funkcija f u tacki B(/2/2,—1/4) ima lokalni mi-

Nimum.

Kako je f"(=v2/2) =4 > 0, to funkcija f u tacki C(—v/2/2,—1/4) ima lokalni

minimum.
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Funkcija f je konkavna odozgo ako je f”(x) = 12x* —2 > 0, $to je ispunjeno na
intervalima (—co, —\/6/6) i (1/6/6,+0).

Funkcija je konkavna odozdo ako je f"(x) = 12x* =2 < 0, ¥to je ispunjeno na in-
tervalu (—v/6/6,1/6/6).

[z f"(x) = 12¢* =2 =0 sledi x; , = £1/6/6, $to znaci da funkcija f ima moguée
prevojne tacke D(v/6/6,—5/36) i E(—v/6/6,—5/36). Buduéi da, prema prethod-
nom, grafik funkcije menja svoju konkavnost u ovim tackama, to su one zaista
prevojne tacke funkcije f.

Data funkcija nema asimptota (sl. 3.9). p



Crtanje grafika funkcije

Slika 5.9 f(x) = x* —x*
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Y(x+1)
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3.78. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x)=

Resenje. Data funkcija je definisana na intervalu (—oo, +-c0). Funkeija f nije ni parna

neparna. Nule funkcije f suzax=—11x=0. Prvi izvod funkcije f je f'(x) =
—.Tz

?‘%}f—l. Prvi izvod funkeije f ima nule u tackama x; = 1 +v/21ix = 1—1/2, pa

su kriticne tacke A(14++v/2,(1+v/2)/2) i B(1-v2(1-v2)/2).
Funkcija f raste kada je f'(x) >0, tj. za —x* + 2x+1 > 0, $to vazi zax € (1 -

V21+42)
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Funkeija f opadakada e f'(x) <0, tj. naintervalima (—co, 1 - \/5] 1(] V2, +00).

Drugi izvod funkeile f je f"(x) = H]S 20 Kako | e f'(1 +\/_) <0, to

funkeija f ima lokalni maksimum u tacki A(1 + /2, (1+v2)/2).
Kako je f"(1-+/2) >0, to funkeija f ima lokalni minimum u tacki
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B(1-V2,(1-v2)/2).

Funkcija f Je konkavna odozgo za f"(x) > 0, tj. na intervalima
(=1,2=v/3) i (24V/3,4). Funkcija f je konkavna odozdo za f"(x) < 0, tj. na

intervalima (—o0,—1) 1 (2—v/3,241/3).
Prevojne tacke suC(—1,0), D(2+v3,(3+V3)/4) i EQ2-v3,3-v3)/4)

Asimptote: Vertikalnih asimptota nema. Funkcyja f 1ma hﬂrlznntalnu asunpn:rtu

X(x+1) = |. Takodje je hm f( ¥) =

y = | kada +oo, | JE[‘]E lun f( )= lim —
pajepravay=1 hnrlmntalna asimptota 1 u —eo, Funkcija f nema l(n:rsu asunptotu >

vt X2+
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Slika 5.14. f(x) = x(x+1)

x=+1
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1

x+4

5.79. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x)= )
Resenje. Data funkcija je definisana na skupu (—ee, —2)1U(—2,2)1J(2,+00). Funkcija
f nije ni parna ni neparna. Nula funkcije f je zax = —v/4. Prvi izvod funkcije f

18
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Ako ozna¢imo g(x) =x’ — 12v—8, tada je g(—4) < 01 g(-3) >0, pa postoji tacka

X € (—4,-3) takvada je g(x;) = f'(x;) = 0. Slicno se pﬂkazu]e da postoje tacke
X € (=1,0)1x3 € (3,4) sa osobinom g(xy) = g(x3) =

(sl. 5.15).
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Prema tome, funkcija f ima cetiri kriticne tacke A(0,—1), B(x1,f(x1)), C(x2, f(x2))
D, f(13)).

Funkcija f raste na intervalima (—eo,x1 ), (x7,0) 1 (x3,400).
Funkcija f opada na intervalima (x1,-2), (-2,x2), (0,2) 1(2,x3).

[z prethodnog sledi da su tacke A 1 B lokalni maksimumi, a tacke C 1 D lokalni
minimumi.
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3
, , . . 4
Asimptote: Vertikalne asimptote sux = -2 1x =2, jer vazl ]”1}., :f 1=
r—% - —
v +4 O +4 o P4
lim —— = —eo, Takodje | e hm ——— =+,  liIm —— = +eo, Funk-
- xt—4 -2+ x2—4 w2+ X —4
cija f nema horizontalnu ammptﬂtu
. N
Funkcyja f 1ma kosu asimptotu y =x 1u 4eo 11 —oo jer je k = lim — =
Y—Txoo |
3
. X4 o A4
lim =1. n=Im (f(x)—x)= lm =0.

Yo 13 — 4y T—4to Y—to0 2_4 4
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Slika 5.15. f(x) = *+4
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5.13.5 Fizicki smisao izvoda

Ako funketja s =s(t),1 > 0, opisuje preden: put materijalne tacke (kao funkeiju
viemena f ), tada je prvi izvod funkeije s u tacki fy > 0 (ako postojt), trenutna
brzina te materijalne tacke u momentu fy, dok je drugi izvod funkeije s u tacki o
(ako postoji) trenutno ubrzanje te materijalne tacke u momentu f.
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3.67. Primer. Telo se krece pravolinijski, a udaljenost od pocetne tacke data je zakonom
s=12— 1202 436t, gde je vreme t dato u sekundama, a put s u metrima.

a) Odrediti viemenski interval u kome se udaljenost s od pocetnog poloZaja povecava
i vremenski interval u kome se udaljenost s od pocetnog poloZaja smanjuje.

h) Odrediti vremenski interval u kome se brzina v povecava i vremenski interval u
kome se brzina v smanjuje.

¢) Odrediti razdaljinu tela od pocetne tacke posle 7 sekundi.
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Resenja. Prema prethodnom, bizina posmatranog tela je v(f) = (f) = 3t> — 241 436,
a ubrzanje je a(t) =" (t) = 6t - 24.

a) Udaljenost s od pocetnog polozaja se povecava ako je s'(t) = v(t) > 0, tj. za
3t 21436 =3( =8 +-12) =3(1 = 2)(t -6) > 0
To se desavaza 0 <t <21t > 6. Udaljenost s od pocetnog polozaja se smanjuje
akoje s'(t) =v(t) =3(t-2)(t-6) <0,t.za2 <t <6,

b) Brzina se povecava ako je v'(t) = a(t) = 6t — 24 > 0, tj. ako je t > 4.

Brzina se smanjuje ako je /(1) = a(t) = 6t — 24 <0, tj. ako je 0 < t < 4.
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Slhika 3.7,
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¢) U pocetnom trenutku t =0 je s =0, t). telo je u tacki 0. U vremenu 0 < t < 2

duzina puta se povecava, Sto znaci da se telo krece u desno, t). u pozitivnom smeru
sose. Zat =2 e s=32m. Zasledece 4 sekunde, t]. za 2 < t < 6, rastojanje od
tacke () se smanjuje, t}. telo se krece u levo (u negativnom smeru s—ose). Zat =6
je s=0, . telo se vratilo u tacki 0. Ako se r dalje povecava, t). za 6 <t < 7. telo
se ponovo krece udesno1zat =7 je udaljeno s = Tm od tacke O (sL. ).7). »
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3,10, Primer. Odrediti dimenzije kontejnera oblika kruznog valjka date zapreming V =
e tako da cena utrosenog materijala bude minimalna, ako je materijal koji se
Koristi za dno tri puta skuplji od materijala za omotac,

Resenje. Ako oznacimo sa r poluprecnik kruga kopt se nalazi u osnovi valjka, sa H
negovu visinu, tada zbog V = Hr'% mofemo pisati H = U . Ako sa ¢ dinara
oznacimo cenu kvadratnog metra matertjala kojt se koristi za omotac valjka, tada



Primena izvoda

omotaé valjka staje ¢(2nrH), a osnova staje 3c(mr*). Ukupna cena materijala za
ceo valjak je

C(r) = c(2nrH) +3e(mr?) = en(3r + 2H) = en (3 +2).
Kakoje C'(r) = cn (6r - %ﬁ] = fecn (P—LE—E) tojeC'(r)=0zar=2Zbog C"(r)=

e (64 %?) je C"(2) >0, pa ce se najjeftiniji valjak dobiti ako je poluprecnika 2cm
1 Visine 6cm. p
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Pitanja:
Koja osobina grafika funkcije iz primera 5.73. poticCe iz Cinjenice da je
parna?

Koja osobina grafika funkcije poticCe iz Cinjenice da smo odredili nule
funkcije iz primera 5.737

Ako je neka funkcija pozitivna za pozitivne vrednosti promenljive x,
gde ¢e se nalaziti njen grafik u odnosu na pozitivan deo x ose?

Ako je prviizvod funkcije nula za neko x, Ssta mozemo reci o toj
funkciji?
Pokazati da funkcija iz primera 5.73. nema asimptotu.

Kako to da funkcija iz primera 5.78 definisana na R kada je njena
fornula u obliku razlomka?

Zasto funkcija koja ima horizontalnu asimptotu, nema kosu as.?
Da li funkcija moze imati i vertikalnu i horizontalnu asimptotu?
Dajte primer jedne takve funkcije.

Zasto nam je u svakodnevnom zivotu bitno da znamo trenutnu brzinu
kretanja?
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