Neodredeni integral



Neodredeni integral

6.1. Definicija. Funkcija F je primitivna funkcija za funkciju f : [a,b] — R na inter-
valu (a,b) ako vaZi

(vx€(a,b))  F'(x)=f(x). 6.1)

6.2 Definicija. Neodredeni integral funkcije f na intervalu |a,b] je skup svih primi-
tivnih funkcija za funkciju f : a,b] = R.



Neodredeni integral

Neodredeni integral funkcije f oznacavamo sa / f(x)dx. Izraz "dx"oznacava di-

ferencijal promenljive x. Fundamentalna je Cinjenica da svaka neprekidna funkcija
na intervalu ima primitivnu funkciju na tom intervalu. Iz Lagranzove teoreme sledi
da se bilo koje dve primitivne funkcije koje odgovaraju jednoj neprekidnoj funkciji
razlikuju najvise za konstantu. Zbog toga, ako vazi jednakost (6.1), pisacemo u
nastavku

/ f(x)dx=F(x)+C, 62)

gde je C proizvoljna konstanta.

(Uopste, u celoj ovoj glavi C oznacava proizvoljnu konstantu. )



Tablica neodredenih integrala

Tablica osnovnih neodredenih integrala se moze dobiti 1z odgovarajuce tablice
prvih izvoda 1 primenom osnovnih pravila za 1zvod funkcije nad njthovim prirod-
nim definicionim skupovima. Ostavljamo Citaocu da odredi najvece skupove u R

. YO+
o [ x dx=- +C, a#-—1;
./ o+ 1 7

¥ /x" dx =In x| +C:

o /e"dx: g +C:



Osobine neodredenih integrala

Na osnovu osobina prvog 1zvoda lako se pokazuje da je integral linearna ope-
raclja, t). da vaze sledece dve jednakosti:

’ f C-flx)dx=C- / f(x)dx; pod uslovom da je konstanta C razlicita od

nule.

o [(10+8)dr= [ fx)de+ [ e



Primer

6.3. Primer. Koris¢enjem linearnosti i tablice osnovnih neodredenih integrala izracu-
nati:

a) /(% 1—3{):1‘3.,

Resenja.
i A2 2 32
3./ | dz = ( 12 4 7/3-3 )d— + =340
al[( -|-z «f)zf 2 +2/3—-37"2) dz 1/2 3/2+

j
/ E e
= 22""24‘3'—2{. ’2+C.




Metoda smene

Oblik podintegralne funkcije 1 pravilo za 1zvod slozene funkcije cesto dozvo-
ljava svodenje datog integrala na jednostavniji integral. Na primer, ako je funkcija
¢ diferencijabilna 1 monotona na posmatranom intervalu, tada integral

f f(0(x))d'(x)dx smenom t=0(x), di=0¢'(x)dx (6.3)

postaje f £(0(6))0(x) dx = / f(0)dt.



Metoda smene

6.4 Primer. Izracunati:

a) f (x* +3)*3x" dx;

ReSenja. Integrali a) i b) reSavaju se smenom 1 =x* + 3, dr = 3x?dx.

Y 9 " [3 "3 3'3
a) /(.r3+3)"3x*d_r: /t“dr = —4+(C = (r T )

b
3 3 i




Metoda parcijalne integracije

Ako su u 1 v diferencijabilne funkcije po promenljivo) x, tada vazi

(u(x(x)) =u' (x)v(x) +ulx)V'(x).

Integraleci ovu jednakost dobijamo formulu parcijalnog integraljenja

/udv:uv—/vdu.

(6.4)



Metoda parcijalne integracije

6.10. Primer. Primenom parcijalnog integraljenja izracunati sledece integrale

a) / xé'dx: b) / redx

Redenja.
a) Akojeu=x,dv=e¢"dx,1adaje du=dx,v=¢",paje naosnovu (6.4)
/ xe' dx=xe — / edx=xe —¢ +C.



Metoda parcijalne integracije

. -
b) Akojeu=x’,dv=e"dx, tadaje du = 3x* dx. v:f “"dri—e .paje

| 1 37
[ redx= 5 39'1‘—5 / xe> dx.

Poslednji integral se dalje reSava primenom parcijalnog integraljenja. Naime,

) 1 ,
zau; =x° i dv) =e*dx je dup=2xdx i v :/E'rdxz EE"T, pa je

‘}".l l'_}"'p
/tf’ :—H* ——/re‘rdr

Primenjujuci parcijalno integraljenje na integral / xe™ dx, dobijamo za u; = x i

| [,
dvy =eZdxdaje duy=dx i v = / eHdx = 29“ pa je



Metoda parcijalne integracije

i
/TE_TdI_'-j-Tfr——'f' :—-rf ——-/ eZdx+C.

Prema tome posle tri puta primenjene parcualnng integraljenja, dobija se

l 3 3 3,
a2 r.. = f Ak R /o e
/,re d,r—z(re Fx € +2re 16 )-I—C.

Drugi naCin da se resi ovaj integral jeste da se pretpostavi oblik reSenija, tj. da je

[ reX¥dy = (c:mr3 +bhx*+ex+d ) =4 C



Metoda parcijalne integracije

za neke konstante a.bi ¢, koje treba odrediti. Diferenciranjem se dobija
v = (3ax + 2br+c) e +2 (ar’ +bx + cx+d) ¢, odnosno
v = (2ac + (3a+2b)x* +(2b+2c)x+ (c+2d) ) >

[z sistema jednacina 2a=1, 3a+2b=0, 2b4+2c=0, ¢+2d=0, dobijasea=1/2,
b=-3/4,c=3/4.d=-3/8,5t0 ponovo daje isto reSenie.



Tipovi neodredenih integrala

6.6.1 Integrali racionalnih funkcija

6.12. Primer. Izracunati sledece integrale:

} /{r —35)dx h’l/ (x+41)dx j/ (x+3)dx
a . 5 ., C . 5 ,
—2x—15 P -2 4x-2 xr—5x2 44

" / v 4 1)dx (20" —dx+3)dx f / X —x—21 y
: ; X.
(x—1) =60 + 132 — 12x+4 J 2 —x*+8x—4




Tipovi neodredenih integrala

Resenje.
a) Na osnovu C oS +2+ dii +2+ ! + ’
5 —X — X T4 .
x2—2x—15 x2—2x—15 x—5 x+3
dobija se sistem jednatina A+B=17, 3A-5B=-5, (. A=10, B=T7 paje
_r3—2r—35_ 1ot 10 s T
2 n-15  TThs 13
Prema tome je
/[.r.‘_lr—ﬁjdr_f{ 2\ _I_flﬂﬂ’.r 7dx __r1+1
T A R TS I
2

X
2

+10Infx—5[+7In[x+3[+C==+2+In|x=5)""- (x+3)'| +C.



Tipovi neodredenih integrala

0 Kiko ke 1A +B_r+ﬂ_(A+ﬂ)_r3+(ﬂ—zﬂj_r+ﬂ—zﬂ
J B-2ltx-2 x-2 1241 =22 4x -2 "
. A+B=0,D-2B=11A-2D=1, odakle je A =3/5.B=-3/5.D=—1/5, o
je

f (x+1)dx [ 3dx j (3x+1)dx 1 In| 2| 2xdx f dx
—_— 1" —_—— —_—
~ul4+x-2 ) 5(x @2+1) 3 41 ) xk4d

3
5(3]11\1’—’?'|——ln [)—arctgx +C.



Tipovi neodredenih integrala

¢) Data racionalna funkcija moZe se transformisati kao

x+3 A B D E

= —t——,
o544 x—=1 x4+ x=2 x+42

odesuA=-2/3,B=1/3.D=5/121 E=—1/12. Prema tome je




Tipovi neodredenih integrala

(x+3)dx ['?'dr / dx / Sdx [
¢-nl4+d 3 3x 12(x ]2r+2

—ln|r—]|+ In|r+1|+—]nL 2| - 1n|r+2|+C

(x+1 )4{.1’ -2)

1
1
v—13(x+2)

|
12




Tipovi neodredenih integrala

¥+1 A —2Ax+A+Bx—B+D
(x—17 (x—1) |

odakle se posle sredivanja dobija sistem jednatina

A=1 -24+B=0, A-B+D=1,

d) Data podintegralna funkcija se moZe pisati kao

CijasureSenjaA=1,B=2iD=2.tako da je

2 +1 | 2 2

G1F i1 @12 G-1p

(*+1)dx [ dx 2dx 2dv 2]
f (x—1)° _f_r—1+f(_r—])3+f(_r_”3_]“h 1| o (.r—1)1+c'

. Prema tome je




Tipovi neodredenih integrala

e) U ovom slutaju za podintegralnu funkciju vazi

2 —4x 43 2, 2, 3
-6+ 132 —12x4+4 x—1 (x—1)2 x-2 (x-2)*
(2 —4x+3)dx [ 2dx . f dx . /—Zd_r_l_ f 3dx
o 132 —12x+4 ) x—1 (x—1)2 x—2 (x—2)°
r — 1 dx—35
—2lnlx—1|— —2Inlx—2|— C=2I - C.
nhe=1 x—1 nh =2 2 ! r—E‘ .r3—3.r+2+




Tipovi neodredenih integrala

f) 1z jednakosti

Xt —x—21  Ax+B D (Ax+B)(x—1)+D(x*+4)
2 —x24+8r—4 .r1+4+1r—1_ 2 —x2 4+ 8x—4
(24 +D)x* + (—A +2B)x—B+4D
- 23 —x?+8x—4

dobija se sistem jednatina 244+D =1, —A+2B=-1, —B+4D = -21, odakle je
A=3 B=11D=-5. Prema tome va7i
xr—x—21 - 3x+1 + 5
23 —x24+8x—4 xI+4+4 u -1
/ (x*—x—=21)dx [ (3x+1)dx Sdx _Bf 2xdx

— + — _ .
200 —x? 4+ 8 —4 2 +4 2x—1 2J x2+4

.paje

dx Sdx 3 - ] X 5
— 2 In(x? + 4) - = arct (—) 2mhx—1l=C
+f_r1+4+ o1 g ) a7 )+ nxe=l+C o



10.

Pitanja:
Da liizvod i integral jedne funkcije imaju neke medusobne
veze?
Kako se definiSe integral jedne funkcije ?

Da li ma koja funcija ima svoj integral na nekom otvorenom
intervalu?

Da li je integral neke funkcije jednoznacno odreden?

Koja je razlika izmedu integrala neke funkcije i njene
primitivne funkcije?

Odredite dve razlicite primitivne funkcije za funkciju f(x) = x?

Dajte konkretni primer za funkciju i konstantu kod prve
osobine na slajdu broj 5?

Dajte konkretni primere za funkcije kod druge osobine na
slajdu broj 57?
Kada se koristi metoda zamene kod resavanja integrala?

Kada se koristi metoda parcijalne integracije kod resavanja
integrala?
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